Dvojkova pozi¢na sustava

Dvojkova sustava hra v informatike doéleZitu ulohu. VyuZivaju ju vSetky digitdlne technoldgie. PouZiva
ju aj pocitac. Aby sme dokazali lepsie porozumiet niektorym principom préce pocitaca, budeme sa jej
teraz struéne venovat. Jeden z dévodov, preco sa dvojkova sustava pouZiva, je jednoduchost, s akou
sa v nej daju vykonavat aritmetické operacie a realizovat potrebné elektrické obvody. Dvojkova
sustava sa od desiatkovej liSi len tym, Ze namiesto 10 cifier pouziva len dve 0 a 1 a hodnota cifry na
pozicii p sa rovna 2" a nie 10°.

Prevod medazi Ciselnymi sistavami

Prevod Cisel z desiatkovej do dvojkovej sustavy: Jednotlivé cifry Cisla v dvojkovej sustave budeme
zapisovat odzadu:

1. ZapiSeme zvySok Cisla po deleni ¢islom 2.
2. Cislo vydelime &islom 2.
3. Pokracujeme 1. krokom, aZ kym sa ¢islo nezmensi na nulu.

Na nasledujucom obrazku je prevod ¢isla 89 do dvojkovej ststavy. Skuste ho samostatne previest
podla uvedeného navodu.

Cisla 2 a 10 v dvojkovej , resp. v desiatkovej ststave sa nazyvaju zaklad. Ked' si pozornejsie
vSimneme, ¢o sa v ndvode na prevod Cisla x vlastne deje, vidime, Ze nerobime ni¢ iné, iba zistujeme,
kolko ktorych mocnin zdkladu musime zobrat, aby sme v sicte dostali x. Aby sme sa vyhli pri zapise
Cisel nedorozumeniam, aku sustavu pouzivame, zaklad sustavy zapiSeme k €islu ako pravy dolny
index, napr.

(10)2 = (2)10, (1101), = (13),, (1011001), = (89)10.

V pripade, Ze chceme Cislo previest do inej sustavy, v predchadzajicom algoritme zamenime Cislo 2
za prislusny zéaklad.

Pozrime sa teraz na scitavanie Cisel v dvojkovej pozi¢nej sustave. KedZe mame iba dve cifry, z ktorych
jedna je 0, bude to velmi jednoduché. Cifra v dvojkovej ststave sa nazyva aj bit, pouZziva sa skratka b.
Osemciferné Cislo v dvojkovej sustave sa nazyva byte, skratka B.

Algoritmus na vypocet suétu a rozdielu sa podoba na postup, ktory sa u¢i na ZS. Postupne sa sprava
dolava scitavaju dvojice cifier a prenos zo suctu predchadzajucich cifier.

Pri séitani Cisel v binarnom tvare mame pri prvych cifrach $tyri moznosti, ktoré mozu nastat — kazda
zo séitavanych cifier mdze mat hodnotu 0 alebo 1. Pre vietky vyssie bity mame celkovo osem
moznosti séitania, pretoze potrebujeme ratat aj s prenosom zo scitania predchadzajucich cifier.
MobzZeme si napisat tabulku vietkych mozZnosti pri bindrnom scitavani.



prenos; a; b prenos; +a;+ b; | prenos;;
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Vyskusajme si binarne scitanie Cisel (118)10=(01110110), a (84),0 = (01010100), typu byte. Ked'
séitavame dve takéto 8-bitové Cisla vysledkom je opét 8-bitové Cislo.

01110110 118
+01010100 +84
11001010 202

Uloha: V programe Lazarus si vyskusajte suéet dvoch premennych typu byte a overte vysledky
sCitanim binarnych reprezentdcii tychto Cisel na papieri.

Co sa stane, ak vysledok s¢itania presiahne 8 bitov? Ak mame zapnuti kontrolu prekro¢enia rozsahu
(Projekt — Volby projektu — Generovanie kédu — zadiarkneme rozsah), vyvojové prostredie nam
oznami chybu. Ak vSak kontrola prekrocenia rozsahu nie je zapnuta, bit, ktory je mimo rozsah, sa
jednoducho ignoruje. Pri 8 bitovom séitani sa to deje s 9 bitom t.j. (100000000), = (2%)0 = (256):0. TO
znamena, Ze ak chceme zistit, akd bude vysledna hodnota scitania dvoch 8 bitovych ¢isel v pocitadi
pri vypnutej kontrole prekrocenia rozsahu, musime od matematicky spravneho vysledku scitania
odditat (256).

11110110 246
+01010100 +84
1701001010 330
-256

74

Uloha: V programe Lazarus si vyskusajte sucet dvoch premennych typu byte pri zapnutej kontrole
prekrocenia rozsahu a pri vypnutej.

Odditanie Cisel v binarnom tvare je velmi podobné scitaniu. Opat mame celkovo 8 moznosti, ktoré
mozu pri odéitani dvoch cifier nastat, lebo aj pri odéitani musime pocitat s prenosom do vyssieho



radu vzniknutom pri odéitani predchadzajicich dvoch cifier. MoZznosti mbézeme opét vypisat

v tabulke.
prenos; aj b prenos; + aj+ b; | prenos;;
0 0 0 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 1 0
0 1 1 0 0
1 0 0 1 1
1 0 1 0 1
1 1 0 0 0
1 1 1 1 1

Vyskusajme si odcitanie Cisel (118),0 = (01110110),a (84). = (01010100), typu byte.

01110110 118
-01010100 -84
00100010 34

Co sa viak stane, ked vymenime poradie, teda od (84), 0déitame (118)10? Vysledkom v obore celych
Cisel je zaporné Cislo. Ak viak pracujeme s nezapornymi Cislami typu byte, opat dospejeme

k prekroceniu rozsahu. V tomto pripade je vysledkom pri vypnutej kontrole prekro¢enia rozsahu
Cislo, ktoré si mézeme vypocditat tak, ze k vyslednému zapornému vysledku pripoc¢itame (256)4,.

01010100 84
-01110110 -118
1711011110 -34
+256

222

Uloha: V programe Lazarus si vyskusajte rozdiel dvoch premennych typu byte pri zapnutej kontrole
prekrocenia rozsahu a pri vypnutej.

Pozndmka:

V Object Pascal-e sa nezdporné Cisla reprezentuju ako hodnoty datovych typov byte, word,
longword. Premenné datového typu byte s schopné uchovavat Cisla, ktoré sa daju reprezentovat
v rdmci jedného bajtu t.j. 8 bitov. Hodnoty premennych typu word su reprezentované v dvoch
bajtoch (16 bitov) a typu longword v Styroch bajtoch (32 bitov)



Niektoré dalsie pozicné sustavy

Okrem dvojkovej sUstavy sa ¢asto pouzivaju v suvislosti s pocitatmi Sestnastkova alebo osmickova
sustava. Ich hlavnou vyhodou je, Ze umoZnuju rychly prevod z/do dvojkovej sistavy a poskytuju
kompaktnejsi zapis. Pretoze zapis 8 =2 2-2 = 2%, 16 =2 2-2-2 = 2* lahko vidime, Ze trojice, resp.
Stvorice dvojkovych cifier tvoria jednu cifru v osmickovej, resp. Sestndstkovej sustave. Plati, Ze

(000), = (0)s. (001), = (1)s. (010), = (2)s. (011), = (3)s.
(100), = (4)s. (101), = (5)s. (110), = (6)s. (111), = (7)s.

Takze dvojkové Cislo staci rozdelit na trojbitové kusky sprava dolava, a ked' kazdy nahradime
zodpovedajucou cifrou v osmickovej sustave, mame celé Cislo zapisané v osmickovej sustave.
Vsimnite si, Ze na zapis kazdého cisla ndam staci len tretina symbolov, ako ked' je Cislo zapisané

v dvojkovej sustave. Na druhej strane uz nevystacimel en s dvoma symbolmi, ale potrebujeme ich
osem. Niekolko prikladov:

(10 110 100), = (264)s, (111 011 101), = (735)g, (1010 011), = (123)g

Analogicky postupujeme aj pri Sestnastkovej sustave, len teraz dvojkové Cislo rozdelime na
Stvorbitové kusky. Plati, ze

(0000), = (0)16 (0100), = (4)16 (1000); = (8)16 (1100), = (C)4s6
(0001), = (1)1 (0101), = (5)16 (1001), = (9)16 (1101), = (D)1
(0010), = (2)46 (0110), = (6)16 (1010);, = (A)16 (1110); = (E)16
(0011), = (3)16 (0111), = (7)1 (1011), = (B)1s (1111), = (F)16

Dvojkové Cisla s predchadzajuceho prikladu zapisané v Sestndstkovej sistave
(1011 0100), = (B4)s, (11101 1101), = (1DD)g, (101 0011), = (53)s
Poznamka:

Existuje podobna funkcia ako IntToStr, ktord prekonvertuje celé Cislo do textu. IntToStr konvertuje
do desiatkovej sustavy, naproti tomu nova funkcia IntToHex konvertuje dané Cislo do 16-sustavy.
Tato funkcia ma eSte jeden parameter, ktory urcuje pocet cifier vysledku, napr.

IntToHex(97531, 6) = 017CFB,
IntToHex(97531, 4) = 7CFB,

IntToHex(-1, 8) = FFFFFFFF
Reprezentacia zapornych cisel v pocitaci

Aj zaporné su reprezentované ako postupnost daného poctu bitov. Existuje niekolko moznosti:



Znamienkovy kod:

Jedna z najprirodzenejsich reprezentacii pouziva najvyssi bit ako znamienkovy. Pri 8 bitovom ¢isle to
znamena3, Ze 7 bitov obsahuje absolutnu hodnotu Cisla v dvojkovej sustave a najvyssi 6smy bit (t.]j. bit
najviac vlavo) reprezentuje znamienko. 0 predstavuje plus a 1 predstavuje minus. Siedmimi bitmi
vieme reprezentovat Cisla od (0)1 az (127)4,. Teda rozsah platnych cisel v znamienkovom kéde je
teda (-127)1p s kédom 1111 1111 a7 (127)49 s kddom 0111 1111.

Zaujimavé je, Ze mame dve moznosti na reprezentaciu nuly: (-0) ma kéd 1000 0000 a (+0) ma kéd
0000 0000. Tato vlastnost komplikuje vyhodnocovanie vysledku porovnania hodnét dvoch vyrazov,
ktoré sa robi ako vyhodnotenie ich rozdielu. V pripade nejednoznacnej reprezentacie musime
obvykle testovat dvakrat. Znamienkovy kdd je vypoctovo naroény pri aritmetickych operaciach, kde
sa meni znamienko.

Inverzny kéd:

Inverzny kdd je zaloZeny na tom, Ze zdporné Cislo reprezentujeme tak, Ze zapiSeme kladné cislo

v dvojkovej sustave a zmenime v iom vsetky bity na opacné. Tdto zmena sa jednoducho vykond
negaciou vsetkych bitov reprezentdcie Cisla v dvojkovej sustave. Napr. Cislo (6)19 ma kéd 0000 0110
a Cislo (-6)1;0 ma kéd 1111 1001. Podobne ako v znamienkovom kéde mame dve nuly (-0) s kédom
1111 1111 a (+0) s kddom 0000 0000. Rozsah platnych Cisel inverzného 8 bitového kédu je (-127)4
s kédom 1000 0000 az (127)1p s kédom 0111 1111.

Prave existencia dvoch kédov pre nulu spésobuje problémy pri sc¢itavani. Ak séitanie dvoch Cisel
spbsobi prekrocenie rozsahu, je potrebné k vysledku pripoditat 1 tzv. prenos (carry bit), aby sme mali
spravny vysledok v inverznom kdde.

1111 1100 t.j. (-3)10
+ 0000 0010 t.j. (2)10
1111 1110 t.j. (-1)10

0000 0011 t.j. (3)10
+1111 1101 t.j. (-2)10
10000 0000 t.j. (-1)10
+1 (prenos)
0000 0001 t.j. (-1)10

Rozdiel sa realizuje tak, Ze druhému z Cisel, mensitelu, zmenime vsetky bity na opacné a namiesto
rozdielu urobime sucet.

Doplnkovy kéd:

Doplnkovy kdd sa pouZiva na reprezentdciu celych cisel takmer vo vsetkych typoch pocitacov.
Vychadza z inverzného kddu. Rozdiel oproti inverznému kddu spociva v tom, Ze ku kddom zapornych
Cisel v inverznom kdde pripocitame jednotku. Napr. ak chceme reprezentovat Cislo (-6)1

v doplnkovom 8 bitovom kdde, v binarnej reprezentacii ¢isla (6),9 = (0000 0110), zmenime bity na
opacné t.j. 1111 1001 a pripocitame 1. Dostaneme doplnkovy kdd cisla (-6)1: 1111 1010.



Doplnkovy kod obsahuje iba jeden kéd pre nulu a to 0000 0000. Obrovskou vyhodou doplnkového
kddu, na rozdiel od predchadzajucich kédov pre celé Cisla, je to, Ze po scitani alebo odcitani mame
okamzite spravny vysledok v doplnkovom kéde. Pokial pri s¢itani alebo od¢itani doslo k prekroceniu
rozsahu dizky reprezentacie (napr. ak s¢itanim dvoch 8 bitovych kédov dostaneme 9 bitové &islo),
mobzeme prenos (carry bit) ignorovat, pretoze bez neho mame spravny vysledok. Rozsah platnych
Cisel reprezentovanych doplnkovym 8 bitovym kédom je (-128),0 s kédom 1000 0000 az (127)4

s kodom 0111 1111.

1111 1101 t.j. (-3)10
+ 0000 0010 t.j. (2)10
11111111 t.j. (-1)10

0000 0011 t.j. (3)10
+1111 1110 t.j. (-2)10
170000 0001 t.j. (-1)40
- prenos ignorujeme

Ak vysledok aritmetickej operacie sa neda reprezentovat danym poctom bitov hovorime

o prekroceni rozsahu platnych ¢isel. Tato situdcia sa da zistit tak, Ze s¢itanim dvoch kédov kladnych
¢isel ndm vznikne kéd zaporného Cisla, respektive s¢itanim kddov dvoch zapornych Eisel vznikne kéd
kladného cisla.

Na zaver si zosumarizujeme typy premennych v Object Pascale, ktorych premenné uchovavaju celé

Cisla.

Typ Binarny rozsah (doplnkovy kod) Dekadicky rozsah

shortint 1000 0000 a7 0111 1111 -27 a7 2’-1 (-128 a7 127)

smallint 1000 0000 0000 0000 a7 0111 1111 1111 1111 2% a7 2%

integer 1000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 a? 2%taz 231
0111111111111211111111111 11111111




Realne cisla

Pri rieSeni Uloh pomocou pocitaca sa velmi ¢asto stretdvame s Ulohami, v ktorych potrebujeme
pracovat bud's desatinnymi ¢islami, alebo s celymi &islami, ktoré presahuju povoleny rozsah pre
integer. Na toto ndm pascal ponuka dalsi typ — nazyva sa typ redlne Cislo (desatinné ¢islo) a ma
meno Real. Tento typ ma velmi podobné vlastnosti ako celociselny typ Integer, ale ma aj svoje
$pecifika. V prvom rade by sme si mali uvedomit, Ze niekedy ndm mdzu vzniknudt nie dplne presné
vysledky — hovorime, Ze redlna aritmetika ma chyby. Preto tuto aritmetiku pouZivame obozretne, len
ak naozaj musime a s jej pritom pocitame.

Vlastnosti realnych (desatinnych Cisel):

e konstanty obsahuju desatinnd bodku a/alebo exponenciélnu ¢ast, napr. 3.14, -0.5,
3000000000.0, 3E9, 4.7E-3

e exponent moze byt priblizne v rozsahu

e presnost vypoctov je priblizne na 15 desatinnych miest, ale niektoré operacie nie su azZ také
presné, ako by sme si mysleli z matematiky

e premenné typu Real zaberaju v pocitaci 8 B (dvojnasobne viac ako Integer)

e zakladné operacie su +, -, *, /, pricom, ak jeden z operandov je celé Cislo, automaticky sa
konvertuje na realne, napr. ak zapiSeme 1 + 1.5 bude sa poditat 1.0 + 1.5, 1/3 —bude sa
pocitat 1.0/3.0

e automaticka konverzia sa robi aj pri priradeni: ak do redlnej premennej chceme priradit celé
Cislo, toto sa automaticky konvertuje na realne napr. RCislo := 2*5 sa prekonvertuje na
RCislo :=10.0

e opacné priradenie (do celociselnej premennej redlnu hodnotu) nie je povolené!. Ak také
niec¢o potrebujeme musime pouZzit niektoru zaokruhlovaciu funkciu

e funguju porovndvania <, <=, >, >=, <>, =

e existuje mnoZstvo Standardnych funkcii, napr:

Sqgrt — odmocnina

Sqr — druhd mocnina

Sin, Cos, Tan — trigonometrické funkcie

Abs — absolutna hodnota

Round — zaokruhlovanie

Trunc — odtrhne desatinnu ¢ast — vrati celé Cislo

O O O O O O

FloatToStr — vrati retazec
o StrToFloat — z retazca spravi celé ¢islo
e realny typ nemo6zZeme pouzit
o ako riadiacu premennu for — cyklu (mbZeme to zapisat while cyklom)
o ako hodnotu v podmienenom prikaze case
Uloha: Séitajte 10 ¢&isel s hodnotou 0,1 a pomocou podmieneného prikazu &i sa to rovna jednej
vypiSte o tom spravu do Mema.

Riesenie: Tento program najprv 10-krat pripocita k redlnemu cislu hodnotu 0.1. Potom toto Cislo
vypise pomocou FloatToStr do textove]j plochy: mdzeme vidiet spravny vysledok 1. Lenze
tento vysledok nie je naozaj jedna: ak ho v nasledovnom podmienenom prikaze porovname
s hodnotou 1, dozvieme sa, Ze tento test ma hodnotu False. Ak ale vypiSeme, aky je rozdiel



medzi tymto ¢islom a 1 dostdvame zaujimavé Cislo 1.11022302462516E-16, ktoré je velmi
malé (asi 0.0000000000000001), ale staci na to, aby sa to Cislo nerovnalo 1. KedZe
programatori vedia o tomto probléme, ¢astejsSie ako rovnost testuju, ¢i je rozdiel dostatoéne
maly.

Preco je to tak? Doteraz sme robili prevody do dvojkovej sustavy iba pre celé Cisla. V pripade
raciondlnych ¢isel a redlnych Cisel je potrebné robit prevod aj ¢asti ¢isla za desatinnou ¢iarkou.

Celé casti sa pocitali postupnym delenim dvojkou. Celé Cislo v desiatkovej sistave prevedieme do
dvojkovej sustavy tak, Ze toto Cislo postupne celoCiselne delime dvomi a zapisujeme si zvysky po
deleni sprava dolava azZ pokial vysledok delenia nie je nula.

Ak potrebujeme spravit prevod ajv Casti Cisla za desatinnou ¢iarkou, namiesto delenia dvojkou
potrebujeme dvojkou nasobit — teraz vSak v obore realnych &isel. Ak po nasobeni dostaneme Cislo
vacsie ako 1, zapiSeme si nakoniec binarneho ¢isla 1 a tuto jednotku od ¢isla odratame. Ak po
nasobeni dostaneme Cislo mensie ako 1, iba si zapiSeme 0 na koniec binarneho cisla. Vypocet robime
dovtedy, pokial nasobenim dvojkou nedostaneme vysledok préve 1. V tomto pripade uz iba
dopiSeme tuto jednotku na koniec binarneho cisla.

29:2 =14 zvysok 1

14:2 =7 zvySok 0

7 :2=3zvysok 1

3:2=1zvySok 1

1:2=02zvySok1

Z toho vyplyva (29),0 = (11101),

0,15625 - 2= 0,3125

0,3125:2=0,625

0,625 -2=1,25

0,25-2=0,5

0,5-2=1

Z toho vyplyva (0, 15625)44 = (0, 00101),

Ako je to s ¢islom 0,17

Na rozdiel od prevodu zapisu celej ¢asti Cisla v desiatkovej sustave do zdpisu v dvojkovej sustave,
algoritmus prevodu ¢asti za desatinnou ¢iarkou nemusi vzdy skoncit. Napriklad, ak prevadzame do
dvojkovej sustavy Cislo 0,1 zistime, Ze v dvojkovej sUstave ma toto Cislo nekonecny rozvoj. Z toho
napr. vyplyva, Ze ¢islo 0,1 nevieme v dvojkovej sustave reprezentovat presne.

0,1-2=0,2

0,2-2=0,4
04-2=0,8
0,8-2=16
06-2=1,2
0,2-2=0,4

Z toho vyplyva (0,1)4, = (0,0001100110011...),
Teda niektoré aj pekne vyzerajuce konstanty, napr. 0,1, su v pocitaci reprezentované pribliZznou
hodnotou. Preto spocitavanie takychto pribliznych hodnét niekedy neda ocakavany vysledok.



